Sup Tsi

Réponses du devoir surveillé de Mathématiques n°5

Exercice 1 (algorithme de Héron)
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3. On procede par récurrence en remarquant que Upy2 — Upt1 = f(unt1) — f(uy,) avec f croissante sur

[v/2; +o0l.

4. La suite (up)nen est minorée et décroissante donc converge vers [ > 0 avec | =

2. On procede par récurrence en remarquant que f([v/2; 4+o00[) = [v/2; 400 ol f : z
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Exercice 2 (dérivée n-ieme de la fonction z — z%¢”)

1. On procede par récurrence en posant P,41(x) = P,(z) + P, (z).
2. (a) apt1 = an +2 et byy1 = by, + ay pour tout n € N.

(c
(d) £ (z) = (2 + 2nz 4+ n(n — 1))e” pour tout n € N.

)

(b) a, = 2n pour tout n € N.
) On montre par récurrence que b, = n(n — 1) pour tout n € N.
)

Exercice 3 (développement en série de la fonction exponentielle)
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1. La fonction u,, est polynomiale donc définie et dérivable sur Ry et u,(z) = u,(z) — —
n!
xn
2. On remarque que f est décroissante sur Ry car f/(z) = ——e~ ", elle admet pour maximum f(0) = 1.
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3. On remarque que g est croissante sur R, car ¢'(z) = —(1—¢e "), elle admet pour minimum f(0) = 1.
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4. On en déduit que (1 nt 1)!> e’ < up(z) < e® dou ngrfooun(x) e’ car ngrfoo | 0
Exercice 4 (polynémes de Faulhaber)
L (a) B(X)=3X%-1X
(b) F5(X)=3X%—3X%+ X,
2. (a) Onremarque que k? = F,1(k+1) — Fp+1(k)
=y 1, 1., 1
(b) Y k= F(n+1) - F(0) = —n + n et Zk2 Fy(n+1) — F3(0) = §n3—|— 2n2+ o
k=1

3. (a) deg(Q) = deg(P) — 1.
(b) On a Q(X + 1) = Q(X) et par récurrence Q(a) = Q(0) = 0 pour tout a € N, le polynéme @ est
donc nul car il admet une infinité de racines.
(c) On remarque que si P est une primitive d'un polynéme de Faulhaber F, de degré p on a P(X +

1) = P(X) = ;X +c et on pose Fyi1(X) = 5(P(X) + cX).
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